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st✉❞② ❧❛② ♠❛✐♥❧② ✐♥ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ♠❡t❤♦❞✱ ❚♦✉❝❤✱ ❢♦r ❝♦♥str✉❝t✐♥❣
t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ r✉❧❡ ❜❛s❡s✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ❚❛❧❦②✲● ✐s ❛ st❛♥❞✲❛❧♦♥❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❢♦r ❡①tr❛❝t✐♥❣ ❋●s✳
❚❤❡ ♣❛♣❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✷ ❧✐sts t❤❡ ❜❛s✐❝ ❝♦♥❝❡♣ts ♦❢ ❢r❡q✉❡♥t
✐t❡♠s❡t ♠✐♥✐♥❣ ❛♥❞ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❞❡♣t❤✲✜rst ♠✐♥✐♥❣ str❛t❡❣② ♦❢ ❈❤❛r♠✳ ■♥
❙❡❝t✐♦♥ ✸✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ♥❡✇ ❋●✲♠✐♥❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛❧❧❡❞ ❚❛❧❦②✲●✳ ❚❤❡ ❚♦✉❝❤
❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ❝♦♠❜✐♥❡s t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❈❤❛r♠ ❛♥❞ ❚❛❧❦②✲● ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ✹✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦ ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳
✷ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞
❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ 5× 5 s❛♠♣❧❡ ❞❛t❛s❡t✿ D = {(1, ACDE)✱ (2, ABCDE)✱
(3, AB)✱ (4, D)✱ (5, B)}✳ ❚❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ✇✐❧❧ r❡❢❡r t♦ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡
❛s ✏❞❛t❛s❡t D✑ ✳
✷✳✶ ❇❛s✐❝ ❈♦♥❝❡♣ts ❋r♦♠ P❛tt❡r♥ ▼✐♥✐♥❣
❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ s❡t ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ♦r tr❛♥s❛❝t✐♦♥s O = {o1, o2, . . . , om}✱ ❛ s❡t ♦❢ ❛t✲
tr✐❜✉t❡s ♦r ✐t❡♠s A = {a1, a2, . . . , an}✱ ❛♥❞ ❛ r❡❧❛t✐♦♥ R ⊆ O×A✳ ❆ s❡t ♦❢ ✐t❡♠s
✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛♥ ✐t❡♠s❡t✳ ❊❛❝❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ❤❛s ❛ ✉♥✐q✉❡ ✐❞❡♥t✐✜❡r ✭tid✮✱ ❛♥❞ ❛ s❡t
♦❢ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ t✐❞s❡t✳ ❚❤❡ t✐❞s❡t ♦❢ ❛❧❧ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s s❤❛r✐♥❣ ❛ ❣✐✈❡♥
✐t❡♠s❡t X ✐s ✐ts ✐♠❛❣❡✱ ❞❡♥♦t❡❞ t(X)✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ {A,B} ✐♥ D
✐s {2, 3}✱ ✐✳❡✳✱ t(AB) = 23 ✐♥ ♦✉r s❡♣❛r❛t♦r✲❢r❡❡ s❡t ♥♦t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❛♥
✐t❡♠s❡t X ✐s |X|✱ ✇❤❡r❡❛s ❛♥ ✐t❡♠s❡t ♦❢ ❧❡♥❣t❤ i ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛♥ i✲✐t❡♠s❡t✳ ❚❤❡ ✭❛❜✲
s♦❧✉t❡✮ s✉♣♣♦rt ♦❢ ❛♥ ✐t❡♠s❡t X✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② supp(X)✱ ✐s t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ✐ts ✐♠❛❣❡✱ ✐✳❡✳
supp(X) = |t(X)|✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ X ✐s ❢r❡q✉❡♥t✱ ✐❢ ✐ts s✉♣♣♦rt ✐s ♥♦t ❧❡ss t❤❛♥ ❛ ❣✐✈❡♥
♠✐♥✐♠✉♠ s✉♣♣♦rt t❤r❡s❤♦❧❞✱ min❴supp✱ ✐✳❡✳ supp(X) ≥ min❴supp✳ ❆♥ ❡q✉✐✈❛✲
❧❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✐s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t ♦♥ t❤❡ ♣♦✇❡r✲s❡t ♦❢ ✐t❡♠s ℘(A)✿ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐t❡♠s❡ts
s❤❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ✐♠❛❣❡ ✭X ∼= Z ✐✛ t(X) = t(Z)✮ ❬✶✹❪✳ ■♥ ❬✶✷❪✱ ❛ s✉❜s✉♠♣t✐♦♥ r❡❧❛✲
t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ✇❡❧❧✿ X s✉❜s✉♠❡s Z✱ ✐✛ X ⊃ Z ❛♥❞ supp(X) = supp(Z)✳
❊✣❝✐❡♥t ❱❡rt✐❝❛❧ ▼✐♥✐♥❣ ♦❢ ❋❈■s ❛♥❞ ❋●s ✸
❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❝❧❛ss ♦❢ X✱ ❞❡♥♦t❡❞ [X]✱ ❛♥❞ ✐ts ❡①tr❡♠❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts
✇✳r✳t✳ s❡t ✐♥❝❧✉s✐♦♥✳ [X] ❤❛s ❛ ✉♥✐q✉❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✭❛ ❝❧♦s❡❞ ✐t❡♠s❡t✮✱ ❛♥❞ ❛ s❡t
♦❢ ♠✐♥✐♠❛ ✭❣❡♥❡r❛t♦r ✐t❡♠s❡ts✮✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ t❤❡r❡♦❢ ❡①♣❧♦✐ts t❤❡
♠♦♥♦t♦♥② ♦❢ s✉♣♣♦rt ✉♣♦♥ s❡t ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ✐♥ ℘(A)✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳ ❆♥ ✐t❡♠s❡t X ✐s ❝❧♦s❡❞ ✭❣❡♥❡r❛t♦r✮ ✐❢ ✐t ❤❛s ♥♦ ♣r♦♣❡r s✉♣❡rs❡t
✭s✉❜s❡t✮ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ s✉♣♣♦rt✳
❆ ❝❧♦s✉r❡ ♦♣❡r❛t♦r ✉♥❞❡r❧✐❡s t❤❡ s❡t ♦❢ ❝❧♦s❡❞ ✐t❡♠s❡ts❀ ✐t ❛ss✐❣♥s t♦ X t❤❡ ♠❛①✲
✐♠✉♠ ♦❢ [X] ✭❞❡♥♦t❡❞ ❜② γ(X)✮✳ ◆❛t✉r❛❧❧②✱ X = γ(X) ❢♦r ❝❧♦s❡❞ X✳ ●❡♥❡r❛t♦rs✱
❛✳❦✳❛✳ ❦❡②✲s❡ts ✐♥ ❞❛t❛❜❛s❡ t❤❡♦r②✱ r❡♣r❡s❡♥t ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ ❢r❡❡✲s❡ts ❬✶✺❪✳
❇② ❉❡❢✳ ✶✱ ✐❢ Z s✉❜s✉♠❡s X✱ t❤❡♥ Z ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛ ❣❡♥❡r❛t♦r✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
♣r♦♣❡rt②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✇✐❞❡❧② ❦♥♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥✱ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡s t❤✐s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✳ ■t
❜❛s✐❝❛❧❧② st❛t❡s t❤❡ ❣❡♥❡r❛t♦r ❢❛♠✐❧② ✐s ❛ ❞♦✇♥s❡t ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❇♦♦❧❡❛♥ ❧❛tt✐❝❡
〈℘(A),⊆〉✳
Pr♦♣❡rt② ✶✳ ●✐✈❡♥ X ⊆ A✱ ✐❢ X ✐s ❛ ❣❡♥❡r❛t♦r✱ t❤❡♥ ∀Y ⊆ X✱ Y ✐s ❛ ❣❡♥❡r❛t♦r✱
✇❤❡r❡❛s ✐❢ X ✐s ♥♦t ❛ ❣❡♥❡r❛t♦r✱ ∀Z ⊇ X✱ Z ✐s ♥♦t ❛ ❣❡♥❡r❛t♦r✳
✷✳✷ ❱❡rt✐❝❛❧ ■t❡♠s❡t ▼✐♥✐♥❣
▼✐♥❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ✇❤❡t❤❡r ❢♦r ♣❧❛✐♥ ❋■s ♦r ❋❈■s✱ ❝❛♥ ❜❡ r♦✉❣❤❧② s♣❧✐t
✐♥t♦ ❜r❡❛❞t❤✲✜rst ❛♥❞ ❞❡♣t❤✲✜rst ♦♥❡s✳ ❇r❡❛❞t❤✲✜rst ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ♠♦r❡ s♣❡❝✐✜✲
❝❛❧❧② t❤❡ ❆♣r✐♦r✐ ✲❧✐❦❡ ❬✶❪ ♦♥❡s✱ ❛♣♣❧② ❧❡✈❡❧✇✐s❡ tr❛✈❡rs❛❧ ♦❢ t❤❡ ♣❛tt❡r♥ s♣❛❝❡
❡①♣❧♦✐t✐♥❣ t❤❡ ❛♥t✐✲♠♦♥♦t♦♥② ♦❢ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥t st❛t✉s✳ ❉❡♣t❤✲✜rst ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ❡✳❣✳✱
❈❧♦s❡t ❬✶✸❪✱ ✐♥ ❝♦♥tr❛st✱ ♦r❣❛♥✐③❡ t❤❡ s❡❛r❝❤ s♣❛❝❡ ✐♥t♦ ❛ ♣r❡✜①✲tr❡❡ ✭s❡❡ ❋✐❣✲
✉r❡ ✶✮ t❤✉s ❢❛❝t♦r✐♥❣ ♦✉t t❤❡ ❡✛♦rt t♦ ♣r♦❝❡ss ❝♦♠♠♦♥ ♣r❡✜①❡s ♦❢ ✐t❡♠s❡ts✳
❆♠♦♥❣ t❤❡♠✱ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ♠✐♥❡rs ✉s❡ ❛♥ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛s❡t ❛s ❛ s❡t ♦❢ ♣❛✐rs
✭✐t❡♠✱ t✐❞s❡t✮✱ ✐✳❡✳✱ {(i, t(i))|i ∈ A}✱ ✇❤✐❝❤ r❡♣♦rt❡❞❧② ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❝♦st❧② ❞❛t❛❜❛s❡
r❡✲s❝❛♥s t♦ ❜❡ ❛✈♦✐❞❡❞✳
❊❝❧❛t ❬✶✻❪ ✇❛s t❤❡ ✜rst ❋■✲♠✐♥❡r t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ✇✐t❤ ❛
❞❡♣t❤✲✜rst tr❛✈❡rs❛❧ ♦❢ ❛ tr❡❡ str✉❝t✉r❡✱ ❝❛❧❧❡❞ ■❚✲tr❡❡✱ ✇❤♦s❡ ♥♦❞❡s ❛r❡ X×t(X)
♣❛✐rs✳ ❊❝❧❛t tr❛✈❡rs❡s t❤❡ ■❚✲tr❡❡ ✐♥ ❛ ❞❡♣t❤✲✜rst ♠❛♥♥❡r ✐♥ ❛ ♣r❡✲♦r❞❡r ✇❛②✱ ❢r♦♠
❧❡❢t✲t♦✲r✐❣❤t ❬✶✻✱✶✼❪ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✮✳
❈❤❛r♠ ❛❞❛♣ts t❤❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ s❝❤❡♠❛ ♦❢ ❊❝❧❛t t♦ t❤❡ ❡①❝❧✉s✐✈❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❋❈■s ❬✶✷❪✳ ❚❤❡ ❦❡② ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ✐t ❢❛❝❡s ❛r❡ ♣❛rs✐♠♦♥② ✐♥ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ t❤❡
❝❧♦s❡❞♥❡ss ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ❝❧♦s❡❞♥❡ss t❡sts ♦♥ t❤♦s❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s✳ ❚♦
❛✈♦✐❞ ❡①❛♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ■❚✲tr❡❡ ♦❢ t❤❡ ❋■s✱ ❈❤❛r♠ r❡❧✐❡s ♦♥ ❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ t❤❛t✱
❣✐✈❡♥ ❛ ♥♦❞❡ X × t(X)✱ ❧♦♦❦s ❢♦r ❛ Z s✉❜s✉♠✐♥❣ X ❜② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ X t♦ Y ✱
✇❤❡r❡ Y × t(Y ) ✐s ❛♥② r✐❣❤t s✐❜❧✐♥❣ ♥♦❞❡ ✐♥ t❤❡ tr❡❡✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ tr❛✈❡rs❛❧
❞✐s❝✐♣❧✐♥❡✱ ❛❧❧ Z ❛r❡ s✉❝❤ t❤❛t X ✐s ❛ ♣r❡✜① t❤❡r❡♦❢ ✭❤❡♥❝❡ ♥♦t ❛❧❧ X ❡①♣❛♥❞ t♦
t❤❡ ❝❧♦s✉r❡ ♦❢ X✮✳
❚♦ ❝❡rt✐❢② ❛ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ Z ❛s ❝❧♦s❡❞✱ ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝❤❡❝❦❡❞ t❤❛t ♥♦ s❡t ❝❛♥ s✉❜✲
s✉♠❡ Z✳ ❆❣❛✐♥✱ t❤❡ tr❛✈❡rs❛❧ ❡♥s✉r❡s t❤❛t ♣♦t❡♥t✐❛❧ s✉❜s✉♠❡rs ❝❛♥ ♦♥❧② ♣r❡❝❡❞❡
Z ✐♥ t❤❡ tr❛✈❡rs❛❧✲✐♥❞✉❝❡❞ ♦r❞❡r ♦♥ A✱ ❤❡♥❝❡ ❛t t❤❡ ♠♦♠❡♥t Z ✐s t❡st❡❞ ❛❧❧ ♦❢
t❤❡♠ ❛r❡ ❛❧r❡❛❞② ♣r♦❝❡ss❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❝❧♦s✉r❡ ✐s ❦♥♦✇♥✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❝❧♦s❡❞✲
♥❡ss t❡st ❛♠♦✉♥ts t♦ ❛ ❧♦♦❦✉♣ ✐♥ t❤❡ ✇♦r❦✐♥❣ ♠❡♠♦r② ❢♦r ❛ s❡t Y s✉❝❤ t❤❛t
✹ ▲❛s③❧♦ ❙③❛t❤♠❛r②❡t ❛❧✳
❋✐❣✳ ✶✳ ▲❡❢t✿ ♣r❡✲♦r❞❡r tr❛✈❡rs❛❧ ✇✐t❤ ❊❝❧❛t ❀ ❘✐❣❤t✿ r❡✈❡rs❡ ♣r❡✲♦r❞❡r tr❛✈❡rs❛❧
✇✐t❤ ❚❛❧❦②✲●✳ ❚❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ tr❛✈❡rs❛❧ ✐s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✐♥ ❝✐r❝❧❡s
t(Z) = t(Y )✱ ❛❜s❡♥❝❡ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t Z ✐s t❤❡ ❝❧♦s✉r❡ ♦❢ [Z]✳ ❚♦ ❛✈♦✐❞ ❡①t❡♥s✐✈❡
s❡❛r❝❤ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❦♥♦✇♥ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❋❈■ ❢❛♠✐❧②✱ ❈❤❛r♠ ❡♠♣❧♦②s ❛ ❤❛s❤✐♥❣
♦♥ t(Z) ✭❤❛s❤✐♥❣ ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✮✳ ❋♦r ❛ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢
✈❡rt✐❝❛❧ ✐t❡♠s❡t ♠✐♥❡rs✱ ♣❧❡❛s❡ r❡❢❡r t♦ t❤❡ r❡♣♦rt ❬✶✽❪✳
❈❤❛r♠ ✐s ❦♥♦✇♥ t♦ ❜❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❢❛st❡st ❋❈■✲♠✐♥❡rs✱ ❤❡♥❝❡ ✇❡ ❛❞♦♣t ✐t ✐♥
♦✉r ♦✇♥ ❋❈■✴❋●✲♠✐♥❡r✳ ❆ ♥❛t✉r❛❧ q✉❡st✐♦♥ ✐s ✇❤❡t❤❡r ❛ s✐♠✐❧❛r str❛t❡❣② ❝♦✉❧❞
❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r ❋●s✳ ❙❡✈❡r❛❧ ❣❡♥❡r❛t♦rs ✇✐t❤✐♥ ❛ ❝❧❛ss ♠❡❛♥ t❤❛t t❤❡ ♣✉r❡ ✐♠❛❣❡✲
❜❛s❡❞ t❡sts ✇✐❧❧ ♥♦t ✇♦r❦ ❛s t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❣❡♥❡r❛t♦r ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ✐♠❛❣❡
❞♦❡s ♥♦t ❞✐sq✉❛❧✐❢② ❛ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ X✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❜❡s✐❞❡ ✐♠❛❣❡ ❡q✉❛❧✐t②✱ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣
❣❡♥❡r❛t♦r ♠✉st ❜❡ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ X ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥✈❛❧✐❞❛t❡ X✳ ❚❤✉s✱ X ❝❛♥ ♦♥❧②
❜❡ ❝❡rt✐✜❡❞ ✏❣❡♥❡r❛t♦r✑ ✐❢ ♥♦ st♦r❡❞ ❣❡♥❡r❛t♦r ✐s ❛ s✉❜s❡t t❤❡r❡♦❢ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡
✐♠❛❣❡✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ ❤✐❞❞❡♥ ✐♥ t❤❡ t❡st✐♥❣ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ✐s ❛ ❞✐✛❡r❡♥t tr❛✈❡rs❛❧ ♦r❞❡r✿ ✐♥ ❢❛❝t✱
❢♦r t❤❡ t❡st t♦ ❜❡ ❡✛❡❝t✐✈❡✱ ❛❧❧ s✉❜s❡ts ♦❢ ❛ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ X ♠✉st ❜❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ❜❡❢♦r❡
X ✐ts❡❧❢✳ ❖♥❧② t❤❡♥ ❛❧❧ ❣❡♥❡r❛t♦r s✉❜s❡ts ♦❢ X ✇✐❧❧ ❜❡ ❦♥♦✇♥ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡
✉s❡❞ ✐♥ ❝♦rr❡❝t❧② ✭✐♥✮✈❛❧✐❞❛t✐♥❣ ✐ts ♦✇♥ ❣❡♥❡r❛t♦r st❛t✉s✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ s✉❝❤ ❛ ❝♦♥❝❡r♥
✐s t②♣✐❝❛❧❧② ❛❞❞r❡ss❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❜r❡❛❞t❤✲✜rst tr❛✈❡rs❛❧✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♦r❞❡r
❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❞❡♣t❤✲✜rst ♦♥❡✱ ②❡t ✇✐t❤ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❧✐st✐♥❣ ♦r❞❡r
♦♥ t❤❡ ✐t❡♠s✱ ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳
✸ ❚❛❧❦②✲●
❚❛❧❦②✲● ✐s ❛ ✈❡rt✐❝❛❧ ❋●✲♠✐♥❡r ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ❞❡♣t❤✲✜rst tr❛✈❡rs❛❧ ♦❢ t❤❡ ■❚✲tr❡❡
❛♥❞ ❛ r✐❣❤t✲t♦✲❧❡❢t ♦r❞❡r ♦♥ s✐❜❧✐♥❣ ♥♦❞❡s✳
✸✳✶ ❘❡✈❡rs❡ Pr❡✲❖r❞❡r ❚r❛✈❡rs❛❧
❚❛❧❦②✲● ❛♣♣❧✐❡s ❛♥ ✐♥❝❧✉s✐♦♥✲❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ tr❛✈❡rs❛❧✿ ✐t ❣♦❡s ❞♦✇♥ t❤❡ ■❚✲tr❡❡ ✇❤✐❧❡
❧✐st✐♥❣ s✐❜❧✐♥❣ ♥♦❞❡s ❢r♦♠ r✐❣❤t✲t♦✲❧❡❢t ❛♥❞ ♥♦t t❤❡ ♦t❤❡r ✇❛② r♦✉♥❞ ❛s ✐♥ ❊❝❧❛t
❛♥❞ ❈❤❛r♠✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♦r❞❡r ♦♥ ✐t❡♠s❡ts ✐s ❡①❛❝t❧② t❤❡ ♦r❞❡r ♦♥ t❤❡✐r ♥✉✲
♠❡r✐❝❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ✭❡✳❣✳✱ E ✐s ✶ ❛♥❞ ABD ✐s ✷✻ ✐♥ ♦✉r ❞❛t❛s❡t D✮ t❤❛t ✐s
❢r❡q✉❡♥t❧② ✉s❡❞ ✐♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❚❤✐s str❛t❡❣② ✐s ✉s❡❞ ✐♥
◆❡①t✲❈❧♦s✉r❡ ❬✶✾❪ ✉♥❞❡r t❤❡ ♥❛♠❡ ♦❢ ❧❡❝t✐❝ ♦r❞❡r✳
❊✣❝✐❡♥t ❱❡rt✐❝❛❧ ▼✐♥✐♥❣ ♦❢ ❋❈■s ❛♥❞ ❋●s ✺
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶ ✭♠❛✐♥ ❜❧♦❝❦ ♦❢ ❚❛❧❦②✲●✮✿
✶✮ root.✐t❡♠s❡t← ∅❀ ✴✴ root ✐s ❛♥ ■❚✲♥♦❞❡ ✇❤♦s❡ ✐t❡♠s❡t ✐s ❡♠♣t②
✷✮ root.t✐❞s❡t← {❛❧❧ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ■❉s}❀ ✴✴ t❤❡ ❡♠♣t② s❡t ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ❡✈❡r② tr✳
✸✮ ❧♦♦♣ ♦✈❡r t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛s❡t ✭attr✮ ④
✹✮ ✐❢ ✭✭attr.s✉♣♣ ≥ min❴supp✮ ❛♥❞ ✭attr.s✉♣♣ < |O|✮✮ ④
✺✮ ✴✴ |O| st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡
✻✮ root.❛❞❞❈❤✐❧❞✭❛ttr✮❀ ✴✴ attr ✐s ❢r❡q✉❡♥t ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛t♦r
✼✮ ⑥
✽✮ ⑥
✾✮ ❧♦♦♣ ♦✈❡r t❤❡ ❝❤✐❧❞r❡♥ ♦❢ root ❢r♦♠ r✐❣❤t✲t♦✲❧❡❢t ✭child✮ ④
✶✵✮ s❛✈❡✭child✮❀ ✴✴ ♣r♦❝❡ss t❤❡ ✐t❡♠s❡t
✶✶✮ ❡①t❡♥❞✭child✮❀ ✴✴ ❞✐s❝♦✈❡r t❤❡ s✉❜tr❡❡ ❜❡❧♦✇ child
✶✷✮ ⑥
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷ ✭✏❡①t❡♥❞✭curr✮✑ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♦❢ ❚❛❧❦②✲●✮✿
▼❡t❤♦❞✿ ❡①t❡♥❞ ❛♥ ■❚✲♥♦❞❡ r❡❝✉rs✐✈❡❧② ✭❞✐s❝♦✈❡r ❋●s ✐♥ ✐ts s✉❜tr❡❡✮
■♥♣✉t✿ curr ✕ ❛♥ ■❚✲♥♦❞❡ ✇❤♦s❡ s✉❜tr❡❡ ✐s t♦ ❜❡ ❞✐s❝♦✈❡r❡❞
✶✮ ❧♦♦♣ ♦✈❡r t❤❡ r✐❣❤t s✐❜❧✐♥❣s ♦❢ curr ❢r♦♠ ❧❡❢t✲t♦✲r✐❣❤t ✭other✮ ④
✷✮ generator ← ❣❡t◆❡①t●❡♥❡r❛t♦r✭curr, other✮❀
✸✮ ✐❢ ✭generator 6= null✮ t❤❡♥ curr.❛❞❞❈❤✐❧❞✭generator✮❀
✹✮ ⑥
✺✮ ❧♦♦♣ ♦✈❡r t❤❡ ❝❤✐❧❞r❡♥ ♦❢ curr ❢r♦♠ r✐❣❤t✲t♦✲❧❡❢t ✭child✮ ④
✻✮ s❛✈❡✭child✮❀ ✴✴ ♣r♦❝❡ss t❤❡ ✐t❡♠s❡t
✼✮ ❡①t❡♥❞✭child✮❀ ✴✴ ❞✐s❝♦✈❡r t❤❡ s✉❜tr❡❡ ❜❡❧♦✇ child
✽✮ ⑥
❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ♦❢ ❬✷✵❪ ❡①♣❧♦r❡❞ t❤❛t ♦r❞❡r ❢♦r ♠✐♥✐♥❣ ❝❛❧❧✐♥❣ ✐t r❡✈❡rs❡ ♣r❡✲♦r❞❡r✳
❚❤❡② ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t ❢♦r ❛♥② ✐t❡♠s❡t X ✐ts s✉❜s❡ts ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ ■❚✲tr❡❡ ✐♥ ♥♦❞❡s
t❤❛t ❧❛② ❡✐t❤❡r ❤✐❣❤❡r ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ❜r❛♥❝❤ ❛s (X, t(X)) ♦r ♦♥ ❜r❛♥❝❤❡s t♦ t❤❡
r✐❣❤t ♦❢ ✐t✳ ❍❡♥❝❡✱ ❞❡♣t❤✲✜rst ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❜r❛♥❝❤❡s ❢r♦♠ r✐❣❤t✲t♦✲❧❡❢t ✇♦✉❧❞
♣❡r❢❡❝t❧② ♠❛t❝❤ s❡t ✐♥❝❧✉s✐♦♥✱ ✐✳❡✳✱ ❛❧❧ s✉❜s❡ts ♦❢ X ✇✐❧❧ ❜❡ ♠❡t ❜❡❢♦r❡ X ✐ts❡❧❢✳
❲❤✐❧❡ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ❬✷✵❪ ❡①tr❛❝ts t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ♥♦♥✲❞❡r✐✈❛❜❧❡ ✐t❡♠s❡ts✱ ♦✉r
❚❛❧❦②✲● ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉s❡s t❤✐s tr❛✈❡rs❛❧ t♦ ✜♥❞ t❤❡ s❡t ♦❢ ❢r❡q✉❡♥t ❣❡♥❡r❛t♦rs✳ ❙❡❡
❋✐❣✉r❡ ✶ ❢♦r ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❊❝❧❛t ❛♥❞ ✐ts ✏r❡✈❡rs❡❞✑ ✈❡rs✐♦♥✳
✸✳✷ ❚❤❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠
Ps❡✉❞♦ ❝♦❞❡✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ♠❛✐♥ ❜❧♦❝❦ ♦❢ ❚❛❧❦②✲●✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ■❚✲
tr❡❡ ✐s ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥✈♦❧✈❡s t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ root ♥♦❞❡✱ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣
t❤❡ ❡♠♣t② s❡t ✭♦❢ ✶✵✵✪ s✉♣♣♦rt✱ ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✮✳ ❚❛❧❦②✲● t❤❡♥ tr❛♥s❢♦r♠s t❤❡
❧❛②♦✉t ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛s❡t ✐♥ ✈❡rt✐❝❛❧ ❢♦r♠❛t✱ ❛♥❞ ✐♥s❡rts ❜❡❧♦✇ t❤❡ root ♥♦❞❡ ❛❧❧ ✶✲❧♦♥❣
✻ ▲❛s③❧♦ ❙③❛t❤♠❛r②❡t ❛❧✳
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸ ✭✏❣❡t◆❡①t●❡♥❡r❛t♦r✭curr✱ other✮✑ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❚❛❧❦②✲●✮✿
▼❡t❤♦❞✿ ❝r❡❛t❡ ❛ ♥❡✇ ❢r❡q✉❡♥t ❣❡♥❡r❛t♦r
■♥♣✉t✿ t✇♦ ■❚✲♥♦❞❡s ✭curr ❛♥❞ other✮
❖✉t♣✉t✿ ❛ ❢r❡q✉❡♥t ❣❡♥❡r❛t♦r ♦r null
✶✮ cand.t✐❞s❡t← curr.t✐❞s❡t ∩ other.t✐❞s❡t❀
✷✮ ✐❢ ✭❝❛r❞✐♥❛❧✐t②✭cand.t✐❞s❡t✮ < min❴supp✮ ④ ✴✴ t❡st ✶
✸✮ r❡t✉r♥ null❀ ✴✴ ♥♦t ❢r❡q✉❡♥t
✹✮ ⑥
✺✮ ✴✴ ❡❧s❡✱ ✐❢ ✐t ✐s ❢r❡q✉❡♥t
✻✮ ✐❢ ✭✭cand.t✐❞s❡t = curr.t✐❞s❡t✮ ♦r ✭cand.t✐❞s❡t = other.t✐❞s❡t✮✮ ④ ✴✴ t❡st ✷
✼✮ r❡t✉r♥ null❀ ✴✴ ♥♦t ❣❡♥❡r❛t♦r
✽✮ ⑥
✾✮ ✴✴ ❡❧s❡✱ ✐❢ ✐t ✐s ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❣❡♥❡r❛t♦r
✶✵✮ cand.✐t❡♠s❡t← curr.✐t❡♠s❡t ∪ other.✐t❡♠s❡t❀
✶✶✮ ✐❢ ✭cand ❤❛s ❛ ♣r♦♣❡r s✉❜s❡t ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ s✉♣♣♦rt ✐♥ t❤❡ ❤❛s❤✮ ④ ✴✴ t❡st ✸
✶✷✮ r❡t✉r♥ null❀ ✴✴ ♥♦t ❣❡♥❡r❛t♦r
✶✸✮ ⑥
✶✹✮ ✴✴ ✐❢ cand ♣❛ss❡❞ ❛❧❧ t❤❡ t❡sts t❤❡♥ cand ✐s ❛ ❢r❡q✉❡♥t ❣❡♥❡r❛t♦r
✶✺✮ r❡t✉r♥ cand❀
❢r❡q✉❡♥t ✐t❡♠s❡ts✳ ❙✉❝❤ ❛ s❡t ✐s ❛♥ ❋● ✇❤❡♥❡✈❡r ✐ts s✉♣♣♦rt ✐s ❧❡ss t❤❛♥ ✶✵✵✪✳ ❆t
t❤✐s ♣♦✐♥t✱ t❤❡ ❞❛t❛s❡t ✐s ♥♦ ♠♦r❡ ♥❡❡❞❡❞ s✐♥❝❡ ❧❛r❣❡r ✐t❡♠s❡ts ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞
❛s ✉♥✐♦♥s ♦❢ s♠❛❧❧❡r ♦♥❡s ✇❤✐❧❡ ❢♦r t❤❡ ✐♠❛❣❡s ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♠✉st ❜❡ ✉s❡❞✳
■♥ t❤❡ ❝♦r❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✱ t❤❡ ❡①t❡♥❞ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ❝❛❧❧❡❞ r❡❝✉rs✐✈❡❧② ❢♦r ❡❛❝❤
❝❤✐❧❞ ♦❢ t❤❡ root ✐♥ ❛ r✐❣❤t✲t♦✲❧❡❢t ♦r❞❡r✳ ❆t t❤❡ ❡♥❞✱ t❤❡ ■❚✲tr❡❡ ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ ❋●s✳
❚❤❡ ❛❞❞❈❤✐❧❞ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐♥s❡rts ❛♥ ■❚✲♥♦❞❡ ✉♥❞❡r ❛ ♥♦❞❡✳ ❚❤❡ s❛✈❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡
st♦r❡s ❛♥ ❋● ✐♥ ❛ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ✏❧✐st✑ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡ ❡①t❡♥❞ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✭s❡❡
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✮ ❞✐s❝♦✈❡rs ❛❧❧ ❋●s ✐♥ t❤❡ s✉❜tr❡❡ ♦❢ ❛ ♥♦❞❡✳ ❋✐rst✱ ♥❡✇ ❋●s ❛r❡
t❡♥t❛t✐✈❡❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ r✐❣❤t s✐❜❧✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♥♦❞❡✳ ❚❤❡♥✱ ❝❡rt✐✜❡❞
❋●s ❛r❡ ❛❞❞❡❞ ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♥♦❞❡ ❛♥❞ ❧❛t❡r ♦♥ ❡①t❡♥❞❡❞ r❡❝✉rs✐✈❡❧② ✐♥ ❛
r✐❣❤t✲t♦✲❧❡❢t ♦r❞❡r✳
❚❤❡ ❣❡t◆❡①t●❡♥❡r❛t♦r ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭s❡❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸✮ t❛❦❡s t✇♦ ♥♦❞❡s ❛♥❞ r❡✲
t✉r♥s ❛ ♥❡✇ ❋●✱ ♦r ✏♥✉❧❧✑ ✐❢ ♥♦ ❋● ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥♣✉t ♥♦❞❡s✳ ❋✐rst✱
❛ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ♥♦❞❡ ✐s ❝r❡❛t❡❞ ❜② t❛❦✐♥❣ t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ ✐t❡♠s❡ts ❛♥❞ t❤❡ ✐♥✲
t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ ✐♠❛❣❡s✳ ❚❤❡ ✐♥♣✉t ♥♦❞❡s ❛r❡ t❤✉s t❤❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡✬s
♣❛r❡♥ts✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ✉♥❞❡r❣♦❡s ❛ ❢r❡q✉❡♥❝② t❡st✳ ■❢ s✉❝❝❡ss❢✉❧✱ t❤❡ ❝❛♥✲
❞✐❞❛t❡ ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ✐ts ♣❛r❡♥ts✿ ✐❢ ✐ts t✐❞s❡t ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❛ ♣❛r❡♥t t✐❞s❡t✱
t❤❡♥ t❤❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛ ❣❡♥❡r❛t♦r✳ ❊✈❡♥ ✇✐t❤ ❜♦t❤ ♦✉t❝♦♠❡s ♣♦s✐t✐✈❡✱ ❛♥
✐t❡♠s❡t ♠❛② st✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ❛ ❣❡♥❡r❛t♦r ❛s ❛ s✉❜s✉♠❡❞ s✉❜s❡t ♠❛② ❧❛② ❡❧s❡✇❤❡r❡ ✐♥
t❤❡ ■❚✲tr❡❡✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ tr❛✈❡rs❛❧ str❛t❡❣② ✐♥ ❚❛❧❦②✲●✱ ❛❧❧ ❣❡♥❡r❛t♦r s✉❜s❡ts ♦❢ t❤❡
❝✉rr❡♥t ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❛r❡ ❛❧r❡❛❞② ❞❡t❡❝t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛s st♦r❡❞ t❤❡♠ ✐♥ ❛
✏❧✐st✑ str✉❝t✉r❡ ✭s❡❡ t❤❡ s❛✈❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡✮✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ✉❧t✐♠❛t❡ t❡st ❝❤❡❝❦s ✇❤❡t❤❡r
t❤❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❤❛s ❛ ♣r♦♣❡r s✉❜s❡t ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ s✉♣♣♦rt ✐♥ t❤✐s ✏❧✐st✑✳ ❆ ♣♦s✐✲
❊✣❝✐❡♥t ❱❡rt✐❝❛❧ ▼✐♥✐♥❣ ♦❢ ❋❈■s ❛♥❞ ❋●s ✼
❋✐❣✳ ✷✳ ❊①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❚❛❧❦②✲● ♦♥ ❞❛t❛s❡t D ✇✐t❤ min❴supp = 1 ✭✷✵✪✮
t✐✈❡ ♦✉t❝♦♠❡ ❞✐sq✉❛❧✐✜❡s t❤❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡✳ ❚❤❡ t❡st ❡①♣❧♦✐ts ❛ ❤❛s❤ str✉❝t✉r❡ t❤❛t
❡♥❤❛♥❝❡s t❤❡ ♦♥❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❈❤❛r♠ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ s❡❛r❝❤ ❢♦r ❋● s✉❜s❡ts ❡✣❝✐❡♥t❧②✳
❈❛♥❞✐❞❛t❡s s✉r✈✐✈✐♥❣ t❤❡ ✜♥❛❧ t❡st ❛r❡ ❞❡❝❧❛r❡❞ ❋● ❛♥❞ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ■❚✲tr❡❡✳
❆♥ ✉♥s✉❝❝❡ss❢✉❧ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ X ✐s ❞✐s❝❛r❞❡❞ ✇❤✐❝❤ ✉❧t✐♠❛t❡❧② ♣r❡✈❡♥ts ❛♥② ✐t❡♠s❡t
Y ❤❛✈✐♥❣ X ❛s ❛ ♣r❡✜① t♦ ❜❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛s ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ s✉❜st❛♥t✐❛❧❧②
r❡❞✉❝❡s t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ s❡❛r❝❤ s♣❛❝❡✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ st♦♣s✱ ❛❧❧ ❢r❡q✉❡♥t ❣❡♥❡r❛✲
t♦rs ✭❛♥❞ ♦♥❧② ❢r❡q✉❡♥t ❣❡♥❡r❛t♦rs✮ ❛r❡ ✐♥s❡rt❡❞ ✐♥ t❤❡ ■❚✲tr❡❡ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ✏❧✐st✑
♦❢ ❣❡♥❡r❛t♦rs✳
❘✉♥♥✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❚❛❧❦②✲● ♦♥ ❞❛t❛s❡t D ✇✐t❤ min❴supp =
1 ✭✷✵✪✮ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳ ❈✐r❝❧❡s ❜❡s✐❞❡ tr❡❡ ♥♦❞❡s s❤♦✇ tr❛✈❡rs❛❧ r❛♥❦s✳
❚❤❡ ■❚✲tr❡❡ root ♥♦❞❡ ✐s ✜rst ❝r❡❛t❡❞ ❛♥❞✱ ❛s t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❢✉❧❧ ❝♦❧✉♠♥ ✐♥ t❤❡
❞❛t❛s❡t✱ ❛❧❧ ✐t❡♠s ❜❡❝♦♠❡ ❋●s✱ t❤✉s t❤❡② ❛r❡ ✐♥s❡rt❡❞ ❜❡❧♦✇ t❤❡ root✳ ❚❤❡s❡
♥♦❞❡s ❛r❡ r❡❝✉rs✐✈❡❧② ❡①t❡♥❞❡❞ ✐♥ ❛ r✐❣❤t✲t♦✲❧❡❢t ♦r❞❡r✳ ❚❤❡ r✐❣❤t♠♦st ♥♦❞❡ E
❤❛s ♥♦ r✐❣❤t s✐❜❧✐♥❣✱ t❤✉s ✐t ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ D ✐s ❡①t❡♥❞❡❞ ✇✐t❤
E✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✱ DE✱ ✐s ❞✐s❝❛r❞❡❞ s✐♥❝❡ ♦❢ ❡q✉❛❧ s✉♣♣♦rt t♦ ✐ts ♣❛r❡♥t E✳ C ✐s
❡①t❡♥❞❡❞ ✇✐t❤ ❜♦t❤ D ❛♥❞ E✱ ❜✉t ❜♦t❤ CD ❛♥❞ CE ❛r❡ ❞✐s❝❛r❞❡❞ ❢♦r t❤✐s s❛♠❡
r❡❛s♦♥✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦❢ t❤❡ B✲❜r❛♥❝❤✱ ✐♥ s❤♦rt✱ ②✐❡❧❞s ❋●s BC✱ BD✱ ❛♥❞ BE✳
❆s t♦ t❤❡ ✷✲❧♦♥❣ s✉♣❡rs❡ts ♦❢ A✱ AC ❛♥❞ AE ❢❛✐❧ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡st ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ C
❛♥❞ E✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✇❤✐❧❡ AB ❛♥❞ AD s✉❝❝❡❡❞✳ ❚❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛tt❡r✱
ABD✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ♦❢ str✐❝t❧② s♠❛❧❧❡r s✉♣♣♦rt t❤❛♥ ✐ts ♣❛r❡♥ts✱ ❢❛✐❧s ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❛
s✉❜s✉♠❡❞ ❋● ✐♥ t❤❡ ❧✐st ✭BD✮✳
✸✳✸ ❋❛st ❙✉❜s✉♠♣t✐♦♥ ❈❤❡❝❦✐♥❣
❘❡❝❛❧❧ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❣❡t◆❡①t●❡♥❡r❛t♦r ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇❤❡♥ ❛ ♥❡✇ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ✐t❡♠s❡t C
✐s ❝r❡❛t❡❞✱ ❚❛❧❦②✲● ❝❤❡❝❦s ✇❤❡t❤❡r C s✉❜s✉♠❡s ❛ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❢♦✉♥❞ ❣❡♥❡r❛t♦r✳ ■❢
t❤❡ t❡st ✐s ♣♦s✐t✐✈❡✱ t❤❡♥ ❝❧❡❛r❧② C ✐s ♥♦t ❛ ❣❡♥❡r❛t♦r✳ ❙✉❜s✉♠♣t✐♦♥ ♠✐❣❤t s❡❡♠
❡①♣❡♥s✐✈❡ ❤❡r❡✱ ②❡t ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ✇❛② t♦ ✜❧t❡r ♥♦♥✲❣❡♥❡r❛t♦rs ❡①✐sts✳
❚♦ t❤❛t ❡♥❞ t❤❡ ❤❛s❤ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❈❤❛r♠ ✇❛s ❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡ st♦r❛❣❡ ♦❢
❢r❡q✉❡♥t ❣❡♥❡r❛t♦rs✳ ❆❝t✉❛❧❧②✱ ❚❛❧❦②✲● ❤❛s❤❡s t❤❡ ✐t❡♠s❡ts ✉♣♦♥ t❤❡ t✐❞s❡t ✇❤✐❧❡
st♦r✐♥❣ ❣❡♥❡r❛t♦rs ✇✐t❤ t❤❡✐r s✉♣♣♦rt ✈❛❧✉❡s✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐t❡♠s❡ts
❣❡t t❤❡ s❛♠❡ ❤❛s❤ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ ❡♥❞ ✉♣ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❧✐st ✐♥ t❤❡ ❤❛s❤ str✉❝t✉r❡✳ ■♥
t❤❡ t❡st✐♥❣ ♦❢ ❛ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ Z✱ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❧✐st ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ✐ts ❤❛s❤ ✈❛❧✉❡ h(Z)
✽ ▲❛s③❧♦ ❙③❛t❤♠❛r②❡t ❛❧✳
❋❈■ ✭s✉♣♣✮ ❋●s
AB ✭✷✮ AB




ACDE ✭✷✮ E❀ C❀ AD
D ✭✸✮ D
❋✐❣✳ ✸✳ ❚♦♣✿ ❤❛s❤ t❛❜❧❡s ❢♦r ❞❛t❛s❡t D ✇✐t❤ min❴supp = 1✳ ❚♦♣ ❧❡❢t✿ ❤❛s❤ t❛❜❧❡
♦❢ ❈❤❛r♠ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛❧❧ ❋❈■s✳ ❚♦♣ r✐❣❤t✿ ❤❛s❤ t❛❜❧❡ ♦❢ ❚❛❧❦②✲● ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛❧❧ ❋●s✳
❇♦tt♦♠✿ ♦✉t♣✉t ♦❢ ❚♦✉❝❤ ♦♥ ❞❛t❛s❡t D ✇✐t❤ min❴supp = 1
✐s r❡tr✐❡✈❡❞✳ ❲❤❡♥❡✈❡r t❤❡r❡ ✐s ❛ s❡t G ✐♥ t❤❡ ❧✐st s✉❝❤ t❤❛t supp(Z) = supp(G)
❛♥❞ Z ⊃ G✱ Z ✐s ❞✐s❝❛r❞❡❞✱ ♦t❤❡r✇✐s❡ Z ✐s ❞❡❝❧❛r❡❞ ❛♥ ❋●✳
❊①❛♠♣❧❡✳ ❋✐❣✉r❡ ✸ ✭t♦♣ r✐❣❤t✮ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ ❤❛s❤ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ■❚✲tr❡❡ ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✷✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ ❋●s ♦❢ D✳ ❊❛❝❤ ❡♥tr② ♦❢ t❤❡ t❛❜❧❡ ✐s ❛ ❧✐st ♦❢ ✭✐t❡♠s❡t✱
s✉♣♣♦rt✮ ♣❛✐rs✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❤❛s❤ t❛❜❧❡ ✐s s❡t t♦ ❢♦✉r✳
❆ss✉♠❡ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ t❡st ABD ✇❤♦s❡ ❛❜s♦❧✉t❡ s✉♣♣♦rt ✐s ✶✳ ❋✐rst✱ t❤❡ s✉♠
♦❢ t❤❡ t✐❞s ✐♥ ✐ts t✐❞s❡t ✐s ✷ ✇❤✐❝❤✱ ♠♦❞✉❧♦ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❤❛s❤ t❛❜❧❡✱ ✐s ❛❣❛✐♥
✷✳ ❲❤❡♥ tr❛✈❡rs✐♥❣ t❤❡ ❧✐st ❛t ♣♦s✐t✐♦♥ 2 ♦❢ t❤❡ t❛❜❧❡✱ B ✐s ♠♦r❡ ❢r❡q✉❡♥t t❤❛♥
ABD ✇❤✐❧❡ BE✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ s✉♣♣♦rt✱ ✐s ♥♦t ❛ s✉❜s❡t ♦❢ ABD✳ ❨❡t t❤❡
♥❡①t s❡t✱ BD✱ ✐s ❜♦t❤ ♦❢ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ s✉♣♣♦rt ❛♥❞ ❛ ♣r♦♣❡r s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡✱
❤❡♥❝❡ ABD ✐s ❞✐s❝❛r❞❡❞✳
✹ ❚♦✉❝❤
❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛s t❤r❡❡ st❡♣s✿ ✭✶✮ ❡①tr❛❝t✐♥❣ ❋❈■s✱ ✭✷✮ ❡①tr❛❝t✐♥❣ ❋●s✱ ❛♥❞
✭✸✮ ❛ss♦❝✐❛t✐♥❣ ❋●s t♦ t❤❡✐r ❋❈■s✳
✹✳✶ ❚❤❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠
❲❤✐❧❡ t❤❡ ❛❜♦✈❡ t❛s❦s ✭✶✮ ❛♥❞ ✭✷✮ ❛r❡ s♦❧✈❡❞ ❜② ❈❤❛r♠ ❛♥❞ ❚❛❧❦②✲●✱ r❡s♣❡❝✲
t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♦✉t♣✉ts ♦❢ ❜♦t❤ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠s✱ t❛s❦ ✭✸✮✱ r❡q✉✐r❡ s♦♠❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❡✛♦rt✳ ❨❡t ❛s ❜♦t❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♣r♦✈✐❞❡
❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❤❛s❤ str✉❝t✉r❡ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✮✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛❞♠✐ts ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t
s♦❧✉t✐♦♥✳
❚❤❡ ❡①❛❝t ♠❡t❤♦❞ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st♦r❛❣❡ str❛t❡❣② ❢♦r
❋●s ✐♥ ❚❛❧❦②✲● t♦ ❋❈■s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ❥✉st ❛s ❛❧❧ ❋●s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❡q✉✐✈✲
❛❧❡♥❝❡ ❝❧❛ss ❛r❡ ❢♦r❝❡❞ t♦ ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❧✐st ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❤❛s❤ str✉❝t✉r❡✱ t❤❡✐r
r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❝❧♦s✉r❡✱ ✇❤❡♥❡✈❡r ❤❛s❤❡❞ t♦ t❤❡ ❋●s t❛❜❧❡ ✇♦✉❧❞ ❢❛❧❧ ✐♥t♦ t❤❡ s❛♠❡
❧✐st t♦♦✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ ✐❢ ❤❛s❤❡❞ ❛❣❛✐♥st t❤❡ ❋❈■ str✉❝t✉r❡✱ ❡❛❝❤ ❋● ✇♦✉❧❞ ❢❛❧❧
❊✣❝✐❡♥t ❱❡rt✐❝❛❧ ▼✐♥✐♥❣ ♦❢ ❋❈■s ❛♥❞ ❋●s ✾
♣r❡❝✐s❡❧② ✐♥ t❤❡ ❧✐st ✇❤❡r❡ ✐ts ❝❧♦s✉r❡ ❧❛②s✳ ■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ t❤❡ s❛♠❡ ❤❛s❤ ✈❛❧✉❡ ✐s
❣✉❛r❛♥t❡❡❞ ❜② t❤❡ s❤❛r❡❞ ✐♠❛❣❡✳
❨❡t ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ r❡✲❤❛s❤✐♥❣ ♦❢ ❋❈■s ♦r ❋●s ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r②✿ ✇✐t❤ t❛❜❧❡s ♣r♦♣✲
❡r❧② s✐③❡❞✱ ✐✳❡✳ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ❛♥❞ ✇✐t❤ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❤❛s❤ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ t❤❡ ❧✐sts
❢r♦♠ ❜♦t❤ t❛❜❧❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞✐r❡❝t❧② ♠❛t❝❤❡❞✳ ❚♦ t❤❛t ❡♥❞✱ ❋❈■s ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐st ❛t
♣♦s✐t✐♦♥ n ✐♥ t❤❡ ❝❧♦s✉r❡ t❛❜❧❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ♦♥❧② t♦ ❋●s ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐st ❛t
t❤❡ s❛♠❡ n ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t♦r t❛❜❧❡✳
Ps❡✉❞♦ ❝♦❞❡✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❚♦✉❝❤ st❛rts ❜② ❝❛❧❧✐♥❣ ❈❤❛r♠ ❛♥❞ ❚❛❧❦②✲● ❛♥❞
t❛❦✐♥❣ ♦✈❡r t❤❡✐r ❤❛s❤ str✉❝t✉r❡s✳ ❚❤❡♥✱ ❚♦✉❝❤ ♠❛t❝❤❡s t❤❡ t✇♦ ❤❛s❤ t❛❜❧❡s✿ ❢♦r
❡❛❝❤ ❋❈■ X✱ ✐t ❧♦♦❦s ✉♣ ✐♥ t❤❡ ❤❛s❤ t❛❜❧❡ ♦❢ ❚❛❧❦②✲● ❛t t❤❡ s❛♠❡ ✐♥❞❡① ♣♦s✐t✐♦♥
❛❧❧ s✉❜s❡ts ♦❢ X t❤❛t ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ s✉♣♣♦rt✳
❊①❛♠♣❧❡✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❤❛s❤ str✉❝t✉r❡s ♦❢ ❈❤❛r♠ ❛♥❞ ❚❛❧❦②✲● ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳
❆ss✉♠❡ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t♦rs ♦❢ t❤❡ ❝❧♦s❡❞ ✐t❡♠s❡t ACDE ❛r❡ s♦✉❣❤t✳ ❆s ACDE ✐s
st♦r❡❞ ❛t ♣♦s✐t✐♦♥ 3 ✐♥ t❤❡ ❤❛s❤ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❈❤❛r♠✱ ✐ts ❣❡♥❡r❛t♦rs ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❜❡ ❛t
♣♦s✐t✐♦♥ 3 ✐♥ t❤❡ ❤❛s❤ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❚❛❧❦②✲●✳ ❚❤r❡❡ ♠❡♠❜❡rs ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
❧✐st ❛r❡ s✉❜s✉♠❡❞ ❜②ACDE✿ E✱ C✱ ❛♥❞AD✱ ❤❡♥❝❡ t❤❡② ❛r❡ t❤❡ t❛r❣❡t ❣❡♥❡r❛t♦rs✳
❋♦r t❤❡ ❋❈■ A✱ t❤❡ ♦♥❧② s✉❜s✉♠❡❞ ❋● ♦❢ t❤❡ ❧✐st ❛t ✐♥❞❡① 2 ✐s A✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t A
✐s t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ♠❡♠❜❡r ♦❢ ✐ts ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❝❧❛ss [A]✳ ❚❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ ❚♦✉❝❤ ✐s s❤♦✇♥
✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸ ✭❜♦tt♦♠✮✳
✹✳✷ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❘❡s✉❧ts
❲❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❚♦✉❝❤ ❛❣❛✐♥st ❩❛rt ❬✶✶❪ ❛♥❞ ❆✲❈❧♦s❡ ❬✽❪✳ ❆❧❧ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✇❡r❡
✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❏❛✈❛ ✐♥ t❤❡ ❈♦r♦♥ ❞❛t❛ ♠✐♥✐♥❣ ♣❧❛t❢♦r♠ ❬✷✶❪✳✶ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts
✇❡r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ♦♥ ❛ ❜✐✲♣r♦❝❡ss♦r ■♥t❡❧ ◗✉❛❞ ❈♦r❡ ❳❡♦♥ ✷✳✸✸ ●❍③ ♠❛❝❤✐♥❡ r✉♥✲
♥✐♥❣ ✉♥❞❡r ❯❜✉♥t✉ ●◆❯✴▲✐♥✉① ✇✐t❤ ✹ ●❇ ♦❢ ❘❆▼✳ ❋♦r t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❡
❤❛✈❡ ✉s❡❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❛t❛s❡ts✿ ❚✷✵■✻❉✶✵✵❑✷✱ ❈✷✵❉✶✵❑✱ ❛♥❞ ▼✉s❤r♦♦♠s✸✳
❚❤❡ ❚✷✵ ✐s ❛ s♣❛rs❡ ❞❛t❛s❡t✱ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♠❛r❦❡t
❜❛s❦❡t ❞❛t❛ t❤❛t ❛r❡ t②♣✐❝❛❧ ✇❡❛❦❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ❈✷✵ ✐s ❛ ❝❡♥s✉s ❞❛t❛s❡t
❢r♦♠ t❤❡ P❯▼❙✹ s❛♠♣❧❡ ✜❧❡✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ▼✉s❤r♦♦♠s ❞❡s❝r✐❜❡s ♠✉s❤r♦♦♠s ❝❤❛r✲
❛❝t❡r✐st✐❝s✳ ❚❤❡ ❧❛st t✇♦ ❛r❡ ❤✐❣❤❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❞❛t❛s❡ts✳
❚❛❜❧❡ ✶ ❝♦♥t❛✐♥s ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❚♦✉❝❤✳ ❚❤❡ ✜rst
t❤r❡❡ ❝♦❧✉♠♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ t❤r❡❡ ♠❛✐♥ st❡♣s ♦❢ ❚♦✉❝❤ ♥❛♠❡❧② ✭✶✮ ❣❡tt✐♥❣
❋❈■s ✉s✐♥❣ ❈❤❛r♠✱ ✭✷✮ ❣❡tt✐♥❣ ❋●s ✉s✐♥❣ ❚❛❧❦②✲●✱ ❛♥❞ ✭✸✮ ❛ss♦❝✐❛t✐♥❣ ❋●s
t♦ t❤❡✐r ❝❧♦s✉r❡s✳ ❈♦❧✉♠♥ ✹ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ t♦t❛❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠
✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦✉t♣✉t✳ ■♥ t❤❡ s♣❛rs❡ ❞❛t❛s❡t ❚✷✵✱ ❛❧♠♦st ❛❧❧ ❢r❡q✉❡♥t ✐t❡♠✲
s❡ts ❛r❡ ❝❧♦s❡❞ ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛t♦rs ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✳ ■t ♠❡❛♥s t❤❛t ♠♦st ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡
❝❧❛ss❡s ❛r❡ s✐♥❣❧❡t♦♥s✳ ■t ✐s ❦♥♦✇♥ t❤❛t ❈❤❛r♠ ✐s ❧❡ss ❡✣❝✐❡♥t ♦♥ s♣❛rs❡ ❞❛t❛s❡ts✳
❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❈❤❛r♠ ♣❡r❢♦r♠s ❢♦✉r t❡sts ♦♥ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ❢♦r r❡✲




✹ P✉❜❧✐❝ ❯s❡ ▼✐❝r♦❞❛t❛ ❙❛♠♣❧❡
✶✵ ▲❛s③❧♦ ❙③❛t❤♠❛r②❡t ❛❧✳
❚❛❜❧❡ ✶✳ ❉❡t❛✐❧❡❞ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡s ♦❢ ❚♦✉❝❤ ❛♥❞ ❞❛t❛✲r❡❧❛t❡❞ st❛t✐st✐❝s✿ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❋❈■s✱ ♦❢ ♦❢ ❋●s✱ ❛♥❞ ♦❢ ❋■s ✭❢♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦♥❧②✱ ❚♦✉❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ✇♦r❦ ✇✐t❤
❛❧❧ ❋■s✮✱ r❛t✐♦ ♦❢ ❋❈■s t♦ ❋■s✱ r❛t✐♦ ♦❢ ❋●s t♦ ❋■s✳
❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ✭s❡❝✳✮




✭❈❤❛r♠✮ ✭❚❛❧❦②✲●✮ ❋❈■s ❛♥❞ ❋●s ✭✇✐t❤ ■✴❖✮
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❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❋■s✱ t❤✉s t❤❡ s❡❛r❝❤ s♣❛❝❡ ❝❛♥♥♦t ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ s✐❣♥✐✜✲
❝❛♥t❧②✳ ❚❛❧❦②✲● ✐s ❛❧s♦ ❧❡ss ❡✣❝✐❡♥t ♦♥ s♣❛rs❡ ❞❛t❛s❡ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ❞❡♥s❡✱ ❤✐❣❤❧②
❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❞❛t❛s❡ts ✭❈✷✵ ❛♥❞ ▼✉s❤r♦♦♠s✮✱ ❜♦t❤ ❈❤❛r♠ ❛♥❞ ❚❛❧❦②✲● ❛r❡ ✈❡r②
❡✣❝✐❡♥t✱ ❡✈❡♥ ❛t ❧♦✇ ♠✐♥✐♠✉♠ s✉♣♣♦rt ✈❛❧✉❡s✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❋❈■s ❛♥❞
❋●s ✐s ♠✉❝❤ ❧❡ss t❤❛♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❋■s✱ t❤❡ t✇♦ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❝❛♥ t❛❦❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡
♦❢ ❡①♣❧♦r✐♥❣ ❛ ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r s❡❛r❝❤ s♣❛❝❡✳ ❚❤❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❋❈■s ❛♥❞ ❋●s ✐s
❞♦♥❡ ✈❡r② ❡✣❝✐❡♥t❧② ✐♥ ❛❧❧ ❝❛s❡s✳ ❚❤❛t ✐s✱ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ st❡♣ ❣✐✈❡s ❛❜s♦❧✉t❡❧②
♥♦ ♦✈❡r❤❡❛❞ t♦ ❚♦✉❝❤✳
❚❛❜❧❡ ✷ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❚♦✉❝❤ ❛❣❛✐♥st ❩❛rt ❛♥❞
❆✲❈❧♦s❡✳ ❆❧❧ t✐♠❡s r❡♣♦rt❡❞ ❛r❡ r❡❛❧✱ ✇❛❧❧ ❝❧♦❝❦ t✐♠❡s ❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❯♥✐①
t✐♠❡ ❝♦♠♠❛♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦✉t♣✉t✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥ ❩❛rt ❛♥❞ ❆✲❈❧♦s❡
❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② r❡♣r❡s❡♥t t✇♦ ❡✣❝✐❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠s t❤❛t ♣r♦❞✉❝❡ ❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡
♦✉t♣✉t ❛s ❚♦✉❝❤✳ ❩❛rt ❛♥❞ ❆✲❈❧♦s❡ ❛r❡ ❜♦t❤ ❧❡✈❡❧✇✐s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❩❛rt ✐s ❛♥
❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ P❛s❝❛❧ ❬✶✹❪✱ ✐✳❡✳ ✜rst ✐t ✜♥❞s ❛❧❧ ❋■s ✉s✐♥❣ ♣❛tt❡r♥✲❝♦✉♥t✐♥❣ ✐♥❢❡r❡♥❝❡✱
t❤❡♥ ✐t ✜❧t❡rs ❋❈■s✱ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛ss♦❝✐❛t❡s ❋●s t♦ t❤❡✐r ❝❧♦s✉r❡s✳
❆✲❈❧♦s❡ r❡❞✉❝❡s t❤❡ s❡❛r❝❤ s♣❛❝❡ t♦ ❋●s ♦♥❧②✱ t❤❡♥ ✐t ❝❛❧❝✉❧❛t❡s t❤❡ ❝❧♦s✉r❡
❢♦r ❡❛❝❤ ❣❡♥❡r❛t♦r✳ ❚❤❡ ✇❛② ❆✲❈❧♦s❡ ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ❝❧♦s✉r❡s ♦❢ ❣❡♥❡r❛t♦rs ✐s
q✉✐t❡ ❡①♣❡♥s✐✈❡ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❤✉❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ❚♦✉❝❤✱
❥✉st ❧✐❦❡ ❆✲❈❧♦s❡✱ r❡❞✉❝❡s t❤❡ s❡❛r❝❤ s♣❛❝❡ t♦ t❤❡ str✐❝t ♠✐♥✐♠✉♠✱ ✐✳❡✳ ✐t ♦♥❧②
❡①tr❛❝ts ✇❤❛t ✐t r❡❛❧❧② ♥❡❡❞s ♥❛♠❡❧② t❤❡ s❡t ♦❢ ❋❈■s ❛♥❞ t❤❡ s❡t ♦❢ ❋●s✳ ❚❤❡♥✱
❚♦✉❝❤ ❛ss♦❝✐❛t❡s t❤❡ t✇♦ s❡ts ✐♥ ❛ ✈❡r② ❡✣❝✐❡♥t ✇❛②✳ ❙✐♥❝❡ ❚♦✉❝❤ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥
❈❤❛r♠ ❛♥❞ ❚❛❧❦②✲●✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ✈❡r② ❡✣❝✐❡♥t ♦♥ ❞❡♥s❡✱ ❤✐❣❤❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞
❞❛t❛s❡ts✳ ❲❡ ♠✉st ❛❞♠✐t ❤♦✇❡✈❡r t❤❛t ❧❡✈❡❧✇✐s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ s♦♠❡t✐♠❡s ♠♦r❡
s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r s♣❛rs❡ ❞❛t❛s❡ts✳
❊✣❝✐❡♥t ❱❡rt✐❝❛❧ ▼✐♥✐♥❣ ♦❢ ❋❈■s ❛♥❞ ❋●s ✶✶
❚❛❜❧❡ ✷✳ ❘❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡s ♦❢ ❚♦✉❝❤✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❩❛rt ❛♥❞ ❆✲❈❧♦s❡
❚✷✵■✻❉✶✵✵❑
♠✐♥✳ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ✭s❡❝✳✮
s✉♣♣✳ ❚♦✉❝❤ ❩❛rt ❆✲❈❧♦s❡
✶✪ ✷✷✳✼✻ ✼✳✸✸ ✸✶✳✷✺
✵✳✼✺✪ ✷✽✳✸✷ ✶✹✳✾✻ ✸✾✳✹✾
✵✳✺✪ ✹✷✳✹✺ ✹✺✳✺✷ ✶✵✵✳✻✵
✵✳✷✺✪ ✶✷✶✳✻✵ ✶✺✾✳✼✽ ✷✽✺✳✹✶
❈✷✵❉✶✵❑
♠✐♥✳ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ✭s❡❝✳✮
s✉♣♣✳ ❚♦✉❝❤ ❩❛rt ❆✲❈❧♦s❡
✸✵✪ ✶✳✵✻ ✽✳✶✼ ✶✺✳✼✽
✷✵✪ ✶✳✹✷ ✶✺✳✽✹ ✷✾✳✽✽
✶✵✪ ✷✳✷✼ ✸✻✳✻✻ ✺✾✳✹✶
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▼✉s❤r♦♦♠s
♠✐♥✳ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ✭s❡❝✳✮
s✉♣♣✳ ❚♦✉❝❤ ❩❛rt ❆✲❈❧♦s❡
✸✵✪ ✵✳✽✷ ✸✳✻✺ ✼✳✶✼
✷✵✪ ✵✳✾✽ ✶✵✳✻✾ ✶✺✳✷✽
✶✵✪ ✶✳✺✼ ✼✺✳✸✻ ✸✻✳✽✸
✺✪ ✷✳✺✸ ✻✹✶✳✺✹ ✻✸✳✸✼
✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ ❋✉t✉r❡ ❲♦r❦
▼✐♥✐♥❣ ❋●s ❤❛s s♦ ❢❛r ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ ❧❛r❣❡❧② ✐♥ ❛ ❧❡✈❡❧✇✐s❡ ♠❛♥♥❡r ❛s t❤❡ ❜r❡❛❞t❤✲✜rst
tr❛✈❡rs❛❧ ✜ts t❤❡ ❞♦✇♥✲s❡t str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❋● ❢❛♠✐❧②✳ ❨❡t ❞❡♣t❤✲✜rst ❛❧❣♦r✐t❤♠s
❤❛✈❡ s❤♦✇♥ s✉♣❡r✐♦r ❡✣❝✐❡♥❝② ✐♥ ♠❛♥② s✐t✉❛t✐♦♥s✱ ✇❤❡♥❝❡ t❤❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r
st✉❞② ♦❢ ❞❡♣t❤✲✜rst ❋❈■✴❋●✲♠✐♥✐♥❣✳
❆s ❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❚♦✉❝❤✱ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t
s♣❧✐ts t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥t♦ t❤r❡❡ t❛s❦s✿ ✭✶✮ ❋❈■✲♠✐♥✐♥❣✱ ✭✷✮ ❋●✲♠✐♥✐♥❣✱ ❛♥❞
✭✸✮ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❋●s t♦ t❤❡✐r ❝❧♦s✉r❡s ✭❋❈■s✮✳ ❲❤✐❧❡ ✭✶✮ ✐s s♦❧✈❡❞ ❜② r❡✉s✐♥❣ ❛♥
❡①✐st✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❈❤❛r♠✱ t❤❡ t✇♦ ♦t❤❡rs ❣❡♥❡r❛t❡ ✐♥♥♦✈❛t✐✈❡ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❍❡♥❝❡
t❤❡ ❚❛❧❦②✲● ✈❡rt✐❝❛❧ ❋●✲♠✐♥❡r ✉s❡❞ ✐♥ ✭✷✮ ✐s ❛♥ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦♥ ✐ts
♦✇♥✳ ❆s ❛❧❧ t❤r❡❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ ❤✐❣❤❧② ♦♣t✐♠✐③❡❞✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣❡r❢♦r♠s ✇❡❧❧
❛❣❛✐♥st ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ❧❡✈❡❧✇✐s❡ ♠✐♥❡rs✳ ◆✉♠❡r♦✉s ❝♦♥❝✐s❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ ✈❛❧✐❞
❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ r✉❧❡s ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❞✐❧② ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❡t❤♦❞✬s ♦✉t♣✉t✳
❚❤❡ st✉❞② ❧❡❞ t♦ ❛ r❛♥❣❡ ♦❢ ❡①❝✐t✐♥❣ q✉❡st✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ❝✉rr❡♥t❧② ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳
❚❤✉s✱ ❢r♦♠ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ♠❡r❣❡ st❡♣s
✭✶✮ ❛♥❞ ✭✷✮✱ ❡✳❣✳ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ ❚❛❧❦②✲● ✭✐✳❡✳✱ t❤❡ ■❚✲tr❡❡ ♦❢ ❛❧❧ ❋●s✮ ❛s ❛
st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ❢♦r t❤❡ ❋❈■✲♠✐♥✐♥❣✱ ❤❡♥❝❡ ❛✈♦✐❞✐♥❣ st❡♣ ✭✸✮✳ ❆ ❢✉rt❤❡r ❝❤❛❧❧❡♥❣❡
❧❛②s ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❋❈■ ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ ♦r❞❡r t❤❛t ✉♥❞❡r❧✐❡s s♦♠❡ ♦❢
t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ r✉❧❡ ❜❛s❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❲❡ ♣❧❛♥ t♦ ❥♦✐♥ ❚♦✉❝❤ ✇✐t❤ ♦✉r
♣r❡✈✐♦✉s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❙♥♦✇ ❬✷✷❪✳ ❙♥♦✇ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❡❛s✐❧② ❝♦♠♣✉t❡ ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡
♦r❞❡r ✉s✐♥❣ ❤②♣❡r❣r❛♣❤ t❤❡♦r②✳ ❖♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ❝♦♥❝❡♣t ❧❛tt✐❝❡ ✇❤♦s❡ ♥♦❞❡s
❛r❡ ❧❛❜❡❧❡❞ ✇✐t❤ ❣❡♥❡r❛t♦rs✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛❧❧ ❦✐♥❞s ♦❢ MNR r✉❧❡s✱
✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ r✉❧❡s t♦♦✳
❘❡❢❡r❡♥❝❡s
✶✳ ❆❣r❛✇❛❧✱ ❘✳✱ ❙r✐❦❛♥t✱ ❘✳✿ ❋❛st ❆❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ▼✐♥✐♥❣ ❆ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❘✉❧❡s ✐♥ ▲❛r❣❡
❉❛t❛❜❛s❡s✳ ■♥✿ Pr♦❝✳ ♦❢ t❤❡ ✷✵t❤ ■♥t❧✳ ❈♦♥❢✳ ♦♥ ❱❡r② ▲❛r❣❡ ❉❛t❛ ❇❛s❡s ✭❱▲❉❇
✬✾✹✮✱ ▼♦r❣❛♥ ❑❛✉❢♠❛♥♥ P✉❜❧✐s❤❡rs ■♥❝✳ ✭✶✾✾✹✮ ✹✽✼✕✹✾✾
✷✳ ❇❛st✐❞❡✱ ❨✳✱ ❚❛♦✉✐❧✱ ❘✳✱ P❛sq✉✐❡r✱ ◆✳✱ ❙t✉♠♠❡✱ ●✳✱ ▲❛❦❤❛❧✱ ▲✳✿ ▼✐♥✐♥❣ ▼✐♥✐♠❛❧
◆♦♥✲❘❡❞✉♥❞❛♥t ❆ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❘✉❧❡s ❯s✐♥❣ ❋r❡q✉❡♥t ❈❧♦s❡❞ ■t❡♠s❡ts✳ ■♥✿ Pr♦❝✳ ♦❢ t❤❡
✶st ■♥t❧✳ ❈♦♥❢✳ ♦♥ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ▲♦❣✐❝ ✭❈▲ ✬✵✵✮✳ ❱♦❧✉♠❡ ✶✽✻✶ ♦❢ ▲◆❆■✳✱ ❙♣r✐♥❣❡r
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✸✳ ❑r②s③❦✐❡✇✐❝③✱ ▼✳✿ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❆ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❘✉❧❡s✳ ■♥✿ Pr♦❝✳ ♦❢ t❤❡ ✷♥❞ P❛❝✐✜❝✲
❆s✐❛ ❈♦♥❢✳ ♦♥ ❘❡s❡❛r❝❤ ❛♥❞ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ✐♥ ❑♥♦✇❧❡❞❣❡ ❉✐s❝♦✈❡r② ❛♥❞ ❉❛t❛ ▼✐♥✐♥❣
✭P❆❑❉❉ ✬✾✽✮✳ ❱♦❧✉♠❡ ✶✸✾✹ ♦❢ ▲◆❈❙✳✱ ❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣ ✭✶✾✾✽✮ ✶✾✽✕✷✵✾
✶✷ ▲❛s③❧♦ ❙③❛t❤♠❛r②❡t ❛❧✳
✹✳ P❛sq✉✐❡r✱ ◆✳✱ ❇❛st✐❞❡✱ ❨✳✱ ❚❛♦✉✐❧✱ ❘✳✱ ▲❛❦❤❛❧✱ ▲✳✿ ❈❧♦s❡❞ ❙❡t ❇❛s❡❞ ❉✐s❝♦✈❡r② ♦❢
❙♠❛❧❧ ❈♦✈❡rs ❢♦r ❆ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❘✉❧❡s✳ ■♥✿ Pr♦❝✳ ✶✺❡♠❡s ❏♦✉r♥❡❡s ❇❛s❡s ❞❡ ❉♦♥♥❡❡s
❆✈❛♥❝❡❡s ✭❇❉❆✮✳ ✭✶✾✾✾✮ ✸✻✶✕✸✽✶
✺✳ ❉✉q✉❡♥♥❡✱ ❱✳✿ ❈♦♥t❡①t✉❛❧ ■♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❇❡t✇❡❡♥ ❆ttr✐❜✉t❡s ❛♥❞ ❙♦♠❡ ❘❡♣r❡s❡♥✲
t❛t✐♦♥❛❧ Pr♦♣❡rt✐❡s ❢♦r ❋✐♥✐t❡ ▲❛tt✐❝❡s✳ ■♥✿ ❇❡✐tr❛❡❣❡ ③✉r ❇❡❣r✐✛s❛♥❛❧②s❡✱ ❇✳■✳ ❲✐s✲
s❡♥s❝❤❛❢ts✈❡r❧❛❣✱ ▼❛♥♥❤❡✐♠ ✭✶✾✽✼✮ ✷✶✸✕✷✸✾
✻✳ ▲✉①❡♥❜✉r❣❡r✱ ▼✳✿ ■♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡✳ ▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✱ ■♥❢♦r✲
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